
  複素関数論 

複素数𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  の𝑥を実部、𝑦を虚部と呼ぶ。 

𝑥 = 𝑅𝑒(𝑧),   𝑦 = 𝐼𝑚(𝑧)と表す。 

複素平面（ガウス平面） 

 

 

 

 

 

 

 

・複素共役𝑧̅ = 𝑧∗ = 𝑥 − 𝑖𝑦 

 

複素数の極形式 

・大きさ：𝑟 = |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2 = √𝑧 ∙ 𝑧̅ 

・偏角：𝜃 = arg(𝑧) = tan−1 (
𝑦

𝑥
)
 

 

 

 

  

 

+ 

 

 

・極形式による表現：𝑧 = |𝑧| (cos𝜃 + 𝑖  sin 𝜃) = 𝑟𝑒𝑖𝜃
 

 

・ド・モアブルの定理：(cos𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos(𝑛𝜃) + 𝑖 sin(𝑛𝜃) 

・べき乗根：𝑧  = 𝜔𝑛       𝜔 = √𝑧
𝑛
  

                           𝑅𝑛 = |𝑧|
 
⇒𝑅 = √|𝑧|

𝑛
 

            𝑛 ∅=𝜃 + 2𝑘𝜋   

∅
 
⇒
𝜃 + 2𝑘𝜋  

𝑛
 

∴ 𝜔 = √𝑧
𝑛

 

= √|𝑧|
𝑛

(cos
𝜃 + 2𝑘𝜋  

𝑛
+ 𝑖  sin

𝜃 + 2𝑘𝜋 

𝑛
) (𝑘 = 0,12,⋯ ) 

𝑅𝑒

（じ

つじ

く 

 

𝐼𝑚（虚軸） 

（実軸） 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦   

𝑅𝑒

（じ

つじ
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𝐼𝑚（虚軸） 

（実軸） 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦   

𝜃 

|𝑧| 

 



 

 

例：√1
3

= 1
1

3 (cos
0+2𝑘𝜋

3
+ 𝑖 sin

0+2𝑘𝜋

3
) 

                 = (cos
2𝑘𝜋

3
+ 𝑖 sin

2𝑘𝜋

3
) 

                  = 1,−
1

2
± 𝑖

√3
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・(指数関数)𝑒𝑧 = 𝑒𝑥 + 𝑒𝑖𝑦  

          = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖  sin 𝑦) 

・オイラーの公式：𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 

・(三角関数)Cos 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧+𝑒−𝑖𝑧  

2
 

           sin 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
 

・(対数関数)𝑧 = 𝑒𝑖𝜃とすると 

      log 𝑧 = Log𝑟 + 

                                       = Log𝑟 + 𝑖(Arg(𝑧) + 2𝑛𝜋) (𝑛 = 0,±1,±2⋯) 

                           Arg(𝑧)を主値という。 

      log 𝑧は多価関数。 

 

[例題１]𝑒𝑧 = −2を満たす𝑧 を求めよ。 

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖  sin 𝑦) 

{
cos 𝑦 = −1
sin 𝑦 = 0

 𝑦
 
⇒𝜋 + 2𝑛𝜋 

𝑒𝑥 = 2
 
⇒ log 2 

(答え) 𝑧  = +𝑖(1 + 2𝑛)𝜋 

[例題２]log(1 + 𝑖)を求めよ。 

極座標表現：1 + 𝑖 = √2𝑒
𝑖
𝜋

4より 

log(1 + 𝑖) = log√2𝑒𝑖
𝜋
4    

(答え)Log√2 + 𝑖 (
𝜋

4
+ 2𝑛𝜋)   

 

・複素数のべき 

 𝑧 ≠ 0のとき𝑧 の𝑐 （複素数）乗 

𝐼𝑚 

 

𝑅𝑒
 
 

 

  

𝑘 = 0
 

 

  

 
1 

 

−
1

2
 

 

𝑘 = 1  

 

𝑘 = 2  

 



 𝑒𝑧 = exp (𝑐 log 𝑧)で定義。 

[例題 3](−1)1/𝜋の値を求めよ。 

(−1)1/𝜋 = 𝑒𝑥𝑝 (
1

𝜋
log(−1)) 

=exp [
1

𝜋
{Log1 + 𝑖  (𝜋 + 2𝑛𝜋)}] 

Log1 = 0より 

= 𝑒𝑥𝑝(𝑖(1 + 2𝑛) 

・ある領域𝐷 で𝑓  (𝑧)が微分可能
 
⇒ 𝑓  (𝑧)は𝐷 で正則。 

・コーシー・リーマンの方程式 

 {
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)
 

  のとき領域𝐷 で𝑓  (𝑧)が正則であるための必要十分条件は 

    

{
 
 

 
 𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

 

  である。これをコーシー・リーマンの方程式という。 

・コーシーの積分公式 

 領域𝐷 で𝑓  (𝑧)が正則 

 𝐶 上と内部は𝐷 の内側  

 𝐶 内の任意の点を𝑧0とすると 

 𝑓  (𝑧0)=
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑧)

𝑧−𝑧0

 

𝐶
𝑑𝑧 

・コーシーの微積分公式 

𝑓  (𝑛)(𝑧0)=
𝑛!

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

(𝜉−𝑧)𝑛+1

 

𝐶
𝑑𝜉 

演習問題 

(1) 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  として𝑅𝑒 (
1

𝑧
) ,   𝐼𝑚 (

1

𝑧
) , 𝑅𝑒 (

𝑧

𝑧̅
)を計算せよ。 

1

𝑧
=

1×(𝑥−𝑖𝑦)

(𝑥+𝑖𝑦)(𝑥−𝑖𝑦)
=
𝑥−𝑖𝑦

𝑥2+𝑦2
 

∴ 𝑅𝑒 (
1

𝑧
) =

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
 

𝐼𝑚 (
1

𝑧
) =

−𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 

 



𝑧

𝑧̅
=

(𝑥 + 𝑖𝑦)2

(𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑥 + 𝑖𝑦)
 

=
𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑥𝑦𝑖

𝑥2 + 𝑦2
 

∴ Re (
𝑧

𝑧̅
) =

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
 

(2)
1−𝑖

1+𝑖
を極形式で表わせ。 

1 − 𝑖

1 + 𝑖
=

(1 − 𝑖)2

(1 + 𝑖)(1 − 𝑖)
 

=
1 + 𝑖2 − 2𝑖

1 + 1
= −𝑖 

= cos (−
𝜋

2
) + 𝑖 sin (−

𝜋

2
) 

(3)√1
4
を求めよ。 

𝑧 = 1,𝑤 = √𝑧
4  
とおく。 

𝑤4 = 𝑧 

𝑤 = 𝑅(cos∅ + 𝑖 sin∅) 

𝑤4 = 𝑅4(cos 4∅ + 𝑖 sin 4∅) 

= cos(2𝑘𝜋) + 𝑖 sin(2𝑘𝜋) 

𝑅 = 1, ∅ =
2𝑘𝜋

4
=
𝑘𝜋

2
  (𝑘 = 0,±1,±2,⋯ ) 

∴ √1
4

= 1, 𝑖, −1,−𝑖 

 


