
システム制御理論    演習問題 -[3-3] 

𝐴 = [
0 1 0
0 0 1
−𝑎1 −𝑎2 −𝑎3

]   

が安定行列であるための必要十分条件をリアプノフ方程式による安定判別法により求めよ。 

(解) 

リアプノフ方程式は 

𝑃𝐴 − 𝐴𝑇𝑃 = −𝑄  

この場合𝐴の固有値を𝜆𝑖(𝑖 = 1~𝑛)とすると 

𝜆𝑖 + 𝜆𝑗 ≠ 0(𝑖, 𝑗 = 1~𝑛) 

のときに限って任意行列𝑄(𝑛 × 𝑛)（この場合3 × 3)が対称行列のときは唯一解𝑃（3 × 3)も

対称行列となることが知られている。 

𝑄 = [
1 0 0
0 0 0
0 0 0

]

 

とする。 

𝑃 = [
𝑝 𝑞 𝑟
𝑞 𝑠 𝑡
𝑟 𝑡 𝑢

]

 

とおく。 

[
𝑝 𝑞 𝑟
𝑞 𝑠 𝑡
𝑟 𝑡 𝑢

] [
0 1 0
0 0 1
−𝑎1 −𝑎2 −𝑎3

] − [
0 0 −𝑎1
1 0 −𝑎2
0 1 −𝑎3

] [
𝑝 𝑞 𝑟
𝑞 𝑠 𝑡
𝑟 𝑡 𝑢

]＝− [
1 0 0
0 0 0
0 0 0

] 

 

漸近安定性の定理 

𝑄 > 0か、または𝑄 ≥ 0でかつ 

rank

[
 
 
 
 𝑄

1
2

𝑄
1
2𝐴

𝑄
1
2𝐴2]

 
 
 
 

= 𝑛                    

となる𝑄を一つ決定する。 

    このとき、対称行列𝑃を決定すると、𝑃 > 0であることが𝐴が安定行列であるための必要十

分条件である。 

 

漸近安定性の定理より 

rank

[
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1

2

𝑄
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= rank

[
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0
0 0 0
0
0
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0
0

0
0
0
0
1
0
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= 3(=𝑛 ) 



{
  
 

  
 

 
−𝑟𝑎1 + 1 = 0

−𝑡𝑎1 − 𝑟𝑎2 + 𝑝 = 0
−𝑢𝑎1 − 𝑟𝑎3 + 𝑞 = 0
−2𝑡𝑎2 + 2𝑞 = 0

−𝑢𝑎2 − 𝑡𝑎3 + 𝑠 + 𝑟 = 0
−2𝑢𝑎3 + 2𝑡 = 0

 

行列を用いて表すと 

[
 
 
 
 
𝑝
𝑞
𝑟
𝑠
𝑡
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[
 
 
 
 
 
0 0 −𝑎1 0 0 0
1 0 −𝑎2 0 −𝑎1 0

0
0
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1
0

1
0

−𝑎3
1

−𝑎2
−𝑎3]
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= 0 
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0 0 −𝑎1 0 0 0
1 0 −𝑎2 0 −𝑎1 0
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−1
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𝑃 > 0であるための条件はシルベスターの条件より 

𝑝 > 0,|
𝑝 𝑞
𝑞 𝑠| > 0, |

𝑝 𝑞 𝑟
𝑞 𝑠 𝑡
𝑟 𝑡 𝑢

| > 0である。 

（答え）𝑎1, 𝑎3 > 0, 𝑎2𝑎3 − 𝑎1 > 0 

 


