
𝑃
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑄

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0

                         ① 

の形の微分方程式を解く。 

 解の形として𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎                ② 

𝑥, 𝑦, 𝑧は独立変数と見なせるが、𝑧＝𝑓(𝑥, 𝑦) と見なすこともできる。 

{

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 0       (∵

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑎

𝜕𝑥
= 0

 
)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0

            ③ 

③式を①に代入して 

−𝑃
𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
− 𝑄

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑦
+ 𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0

                   ④                     

𝑃
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑄

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑅                         ⑤ 

⑤式を変形して 

𝑑𝑥

𝑃
=

𝑑𝑦

𝑄
=

𝑑𝑧

𝑅
 

特性方程式の２つの１次独立な解が𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎，𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑏とする。 

ここで任意関数φ(𝑢, 𝑣) = 0,もしくは𝑢 = 𝑔(𝑣) が①式と⑤式を満たすとすると 

𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −𝛼𝑧

 
⇔ 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑧
＝0 

𝑑𝑥

𝑥
=

𝑑𝑦

𝑦
=

𝑑𝑧

𝛼𝑧
 

𝑑𝑥

𝑥
=

𝑑𝑦

𝑦  
⇒ 𝑦 = 𝑎𝑥,

𝑑𝑦

𝑦
=

𝑑𝑧

𝛼𝑧  
⇒ 𝑧 = 𝑏𝑦𝛼 

∴ {
𝑦 = 𝑎𝑥

 
⇒

𝑦

𝑥
= 𝑎

𝑧 = 𝑏𝑦𝛼

 
⇒

𝑧

𝑦𝛼
= 𝑏 

 

一般解は𝑓  (
𝑦

𝑥
,

𝑧

𝑦𝛼)=0 

または
𝑧

𝑦𝛼 = 𝐹(
𝑦

𝑥
) 


