
直交多項式 

 ルジャンドルの多項式は応用数学の分野で出てくる多くの「人名のついた」多項式のほ

んの一例である。 

 関数の集合∅0(𝑥), ∅1(𝑥), ⋯を考えよう。区間𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏で 

∫ 𝑟(𝑥)
𝑏

𝑎
∅𝑖(𝑥)∅𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝑖 ≠ 𝑗)             (4.2.1) 

が成り立つなら、この集合は直交すると言われる。𝑟(𝑥)は重み関数であり、𝑟(𝑥) ≥ 0とする。 

ルジャンドル多項式では、この重み関数を常に 1に等しいとおくことになる。式(4.2.1)に加

えて 

∫ 𝑟(𝑥)∅𝑖
2(𝑥)𝑑𝑥 = 1

𝑏

𝑎

 

を満たす関数の集合は正規直交であるという。 

 

           表 4.1 よく知られている直交多項式 

名称      記号      定義域     重み関数 

ルジャンドル多項式   𝑃𝑛(𝑥)     −1 ≤ 𝑥 ≤ 1      1 

チェビチェフ多項式   𝑇𝑛(𝑥)          −1 ≤ 𝑥 ≤ 1      (1 − 𝑥2)−1/2 

ラゲール多項式        𝐿𝑛(𝑥)           0≤ 𝑥 ≤ ∞          𝑒−𝑥 

ラゲール陪多項式     𝐿𝑛
(𝛼)

(𝑥)           0≤ 𝑥 ≤ ∞         𝑥𝛼𝑒−𝑥  

エルミート多項式      𝐻𝑛(𝑥)          −∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞        𝑒−𝑥2
 

エルミート多項式      𝐻𝑒𝑛(𝑥)         −∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞        𝑒−𝑥2/2 

 

 

 

       表 4.2    表 4.1に挙げた直交多項式が満たす微分方程式 

   記号           微分方程式 

   𝑃𝑛(𝑥)     (1 − 𝑥2)𝑦′′(𝑥) − 2𝑥𝑦′(𝑥) + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦(𝑥) = 0 

   𝑇𝑛(𝑥)          (1 − 𝑥2)𝑦′′(𝑥) − 𝑥𝑦′(𝑥) + 𝑛2𝑦(𝑥) = 0 

    𝐿𝑛
(𝛼)

(𝑥)          𝑥𝑦′′(𝑥) + (𝛼 + 1 − 𝑥)𝑦′(𝑥) + 𝑛𝑦(𝑥) = 0  

𝐻𝑛(𝑥)          𝑦′′(𝑥) − 2𝑥𝑦′(𝑥) + 2𝑛𝑦(𝑥) = 0 

 𝐻𝑒𝑛(𝑥)         𝑦′′(𝑥) − 𝑥𝑦′(𝑥) + 𝑛𝑦(𝑥) = 0 

 

        

 

 

 



 

 

表 4.3    表 4.1に挙げた直交多項式の漸化式 

   記号           漸化式 

   𝑃𝑛(𝑥)     (𝑛 + 1)𝑃𝑛+1(𝑥) − (2𝑛 + 1)𝑃𝑛(𝑥) + 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥) = 0 

          [(1 − 𝑥2)
𝑑

𝑑𝑥
− (𝑛 + 1)𝑥] 𝑃𝑛(𝑥) = −(𝑛 + 1 )𝑃𝑛+1(𝑥)   

                         [(1 − 𝑥2)
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑛𝑥] 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥) 

𝑇𝑛(𝑥)          𝑇𝑛+1(𝑥) − 2𝑥𝑇𝑛(𝑥) + 𝑇𝑛−1(𝑥) = 0  

               [(1 − 𝑥2)
𝑑

𝑑𝑥
− 𝑛𝑥] 𝑇𝑛(𝑥) = −𝑛𝑇𝑛+1(𝑥) 

                [(1 − 𝑥2)
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑛𝑥] 𝑇𝑛(𝑥) = 𝑛𝑇𝑛−1(𝑥) 

    𝐿𝑛
(𝛼)

(𝑥)          (𝑛 + 1)𝐿𝑛+1
(𝛼)

(𝑥) + (𝑥 − 2𝑛 − 1 − 𝛼)𝐿𝑛
(𝛼)

(𝑥) + (𝑛 + 𝛼)𝐿𝑛−1
(𝛼)

(𝑥) = 0  

                       (1 −
𝑘

𝑛+1
) 𝐿𝑛+1

𝑘 (𝑥) + (𝑥 + 𝑘 − 2𝑛 − 1)𝐿𝑛
𝑘 (𝑥) + 𝑛2𝐿𝑛−1

𝑘 (𝑥) = 0 

                       (𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝑥 + 𝑛 + 1) 𝐿𝑛

𝑘 (𝑥) = (1 −
𝑘

𝑛+1
) 𝐿𝑛+1

𝑘 (𝑥) 

                       (𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝑛 + 𝑘) 𝐿𝑛

𝑘 = −𝑛2𝐿𝑛−1
𝑘 (𝑥) 

                           

𝐻𝑛(𝑥)          𝐻𝑛+1(𝑥) − 2𝑥𝐻𝑛(𝑥) +2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥) = 0 

        𝐻′
𝑛(𝑥) = 2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥) 

                𝐻′
𝑛(𝑥) = 2𝑛𝐻𝑛(𝑥) − 𝐻𝑛+1(𝑥) 

 𝐻𝑒𝑛(𝑥)        𝐻𝑒𝑛+1(𝑥) − 𝑥𝐻𝑒𝑛(𝑥) +𝑛𝐻𝑒𝑛−1(𝑥) = 0 

 

 

 

表 4.4    表 4.1に挙げた直交多項式の正規化条件 

   記号      正規化条件 

   𝑃𝑛(𝑥)       
2

2𝑛+1
 

𝑇𝑛(𝑥)          {

𝜋

2
  (𝑛 ≠ 0)

𝜋        (𝑛 = 0)
  

    𝐿𝑛
(𝛼)

(𝑥)          
𝛤(𝛼+𝑛+1)

𝑛!
    

コメントの追加 [辰巳順一1]:  



𝐻𝑛(𝑥)          √𝜋2𝑛𝑛! 

 𝐻𝑒𝑛(𝑥)           √2𝜋𝑛! 

 

表 4.5   表 4.1に挙げた直交多項式のロドリグの公式 

   記号       ロドリグの公式 

   𝑃𝑛(𝑥)      
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2 − 1)𝑛  

𝑇𝑛(𝑥)           

    𝐿𝑛
 (𝑥)          𝑒𝑥 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥𝑛𝑒−𝑥)    

𝐻𝑛(𝑥)          𝐻𝑛(𝑥) = (−1)𝑛𝑒𝑥2 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑒−𝑥2

) 

  表 4.6    表 4.1に挙げた直交多項式の母関数 

記号         母関数        

   𝑃𝑛(𝑥)       (1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2)−1/2 = ∑ 𝑃𝑛(𝑥)𝑡𝑛∞
𝑛=0  

𝑇𝑛(𝑥)              
1−𝑥𝑡

1−2𝑥𝑡+𝑡2
= ∑ 𝑇𝑛(𝑥)𝑡𝑛∞

𝑛=0          

    𝐿𝑛
(𝛼)

(𝑥)          
𝑒−𝑥𝑡/(1−𝑡)

(1−𝑡)𝛼+1
=∑ 𝐿𝑛

(𝛼)(𝑥)𝑡𝑛∞
𝑛=0    

𝐻𝑛(𝑥)             𝑒2𝑥𝑡−𝑡2= ∑
1

𝑛!
𝐻𝑛(𝑥)𝑡𝑛∞

𝑛=0  


