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   ラプラス変換は、ラプラスより以前にオイラーによって微分方程式の解法に応用された

が(1737),それとは逆にラプラスが確率論の中で微分方程式および差分方程式の解法にこの

変換を用いており(1812),名称はそれに由来する。 

 一方、演算子法とは広い意味では演算子を用いる計算方法全般を意味するが、狭くはヘ

ヴィサイドが電気工学で用いた微分積分を記号化して微分方程式などを代数的に解く方法

(1899)を目指している。ヘヴィサイドの方法は実験的であって厳密な数学的基礎が与えられ

なかったため、解析学者の議論の対象となり、それに変わってラプラス変換およびラプラ

ス逆変換を用いる演算子法が標準的な方法とされ、電気回路、自動制御などの工学にも広

く用いられる。なお、ヘヴィサイドの演算子法を厳密に理論付ける新しい方法がミンクス

キーによって見出されている。 
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ラプラス変換 

§１． ラプラス変換 
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この値は変数 sの関数である。これを )(tf のラプラス変換またはラプラス積分という。 
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(2) へヴィサイドの単位関数 　　　

　　

　　　　

　　





















)(1

)0()(
2

1

)(0

)(









t

t

t

tU  

(3)
te
 

(4) )1( 　　t  

(5) tcos  

(6) tsin  

解  

(1) 

 

)0(
1

1

11

0

0


























s
s

e
s

dteL

t

t

st

st

　　　　　　

　　　　  

(2) 

  dtetUL st







)(
 

変数の置換   t を行えば、 dtdt   　, であり 

   
s

e
LedeetUL

s
sss


 





   1)(

0
 

(3)
tstst eee )(    より 

  )(
1




 


 s
s

eL t 　　
 

(4)変数の置換 st を行えば 

 

 



 5 

   
 







 


0 0 11

)1(1






 


s
de

s
dttetL st

 

 

(5) 
 tdteI st cos とおく。 

 
    )0(limcos

0)cossin(

0

)cossin(
1

220

22

22





















s
s

s
ItL

setste

s

tste
s

I

T

T

stst

st

　　

のとき









 

(オイラーの公式を用いた別解） 

)0(

2

1

2

1

2
cos

22

0

)()(

0

)()(

0 0











































 

s
s

s

is

e

is

e

dtee

dt
ee

etdte

t

t

tistis

tistis

titi
stst

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　













 

(6) 

  

22

0

)()(

)(

0

)(

00

11

2

1

2

1

2

1

2
sin













































































sisisi

is

e

is

e

i

dtee
i

dt
i

ee
etdte

t

t

tistis

tistis

titi
stst

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

 

ラプラス変換は sの値によって｣存在したり、しなかったりする。それについて次の定理が

証明される。  

[1.1]関数 )(tf のラプラス変換   )(sFfL  が 0ss  に対して存在すれば 0ss  である任意

の sに対しても存在する。 

 0, ss が複素数の場合には不等式 0ss  を実部の大小 0ReRe ss  で置き換えてこの定理

は成立する。この定理によって  fL が s では存在し、 s では存在しないような値

が一意的に決まる。この を  fL の収束座標といい、 s をその収束域という。 
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(2) (1)を n回繰り返し適用すればよい  
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(2) (1)を繰り返し適用すればよい。 

 

 

区間 ),0[  で定義された関数 )(tf ， )(tg に対して 
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で定義される関数 )(th を )(tf と )(tg の合成積またはたたきこみといい 

    gfh *  

で表す。 

定義の式 )1( で置換  t を行えば 









t
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0

0

0
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

　　　　　　　　　　　  

であるから交換法則 

     fggf **   

が成り立つ。したがって合成積の計算には積分の簡単な方を用いてよい。 

[2.8] 合成法則  関数 )(tf と )(tg の合成積 gf * について 

      gLfLgfL ]*[   

 

証明 
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 図 2.4  

この積分はuv平面の第 1 象限での 2 重積分である。変数変換 

                          vtvu 　　,  

を行えば 

                     
1
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であるから、 t 平面の三角形の領域(図 2.4)での２重積分 
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　　　　　　　 

 

これらのラプラス変換は次の式で表されることを証明せよ。 

 
 

 
 

 
 

　　　　　　　　　
sss e

L
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e
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
21

,
1

,
1  







  

証明 関数 )(t のグラフが図 2.5 で表されるとき、 )(),(),( thtgtf のグラフはそれぞれ  

図 2.6 の(1),(2),(3)で表される。 )(),( tgtf に対して第 1 移動法則[2.2]の ),( tf  

)( tg を考えれば、そのグラフは図 2.7 の(1),(2)で表される。 

 

)()()()1( ttftf   であり、第 1 移動法則[2.2}により 
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例 2.9 
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