
 

常微分方程式 

 

§１．１階常微分方程式 

① 変数分離形 

② 同次系 

③ 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹 (

𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑝𝑥+𝑞𝑦+𝑟
) 

④ 非同次系 

⑤ 完全微分系 

⑥ 完全微分系 積分因子を用いる方法 

⑦ 𝐹 (𝑥, 𝑦′) = 0 

⑧ 𝐹(𝑦, 𝑦′) = 0 

⑨ クレーローの微分方程式 

⑩ ラグランジュの微分方程式 

§２．２階定数係数線形微分方程式 

§３．２階変数係数線形微分方程式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

§１．１階常微分方程式 

① 変数分離形 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦)

 
⇒

 𝑑𝑦

𝑔(𝑦)
= 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

 
⇒ ∫

𝑑𝑦

𝑔(𝑦)
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

(例題) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
＝2𝑥𝑦  

(解)   

𝑑𝑦

𝑦
= 2𝑥𝑑𝑥  

                                両辺を積分して   

∫
𝑑𝑦

𝑦

 

= ∫ 2𝑥𝑑𝑥 

log 𝑦 = 𝑥2 + 𝐶 

                                𝐶は積分定数 

𝑦  = 𝑒𝑥2+𝐶 

                                                                𝑒𝐶 = 𝐶′とおいて   

∴ 𝑦  = 𝐶′𝑒𝑥2
 

②同次系 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 (

𝑦

𝑥
)

 

 

                     

𝑢 =
𝑦

𝑥
とおく。 

𝑦 = 𝑢𝑥  

両辺を𝑥で微分して 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 +

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥 = 𝑓(𝑢)  

𝑓(𝑢) − 𝑢 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥   

∫
𝑑𝑢

𝑓(𝑢) − 𝑢
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

(例題)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦−𝑥

𝑥

 
 

(解) 



𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦

𝑥
− 1 

𝑢 =
𝑦

𝑥
とおく。 

𝑦 = 𝑢𝑥  

𝑑𝑦

𝑑𝑥

 
=𝑢 +

𝑑𝑢

𝑑𝑥

 
𝑥 = 𝑢 − 1  

∫ 𝑑𝑢 = ∫ −
1

𝑥
𝑑𝑥   

𝑢 = − log 𝑥 + 𝐶
𝑦

𝑥
= − log 𝑥 + 𝐶

(答え)𝑦 = −𝑥 log 𝑥 + 𝐶𝑥

 

 

③ 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹 (

𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑝𝑥+𝑞𝑦+𝑟
) 

(ⅰ)|
𝑎 𝑏
𝑝 𝑞

| ≠ 0のとき 

{
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0
𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 + 𝑟 = 0

 

この解を𝑥 = ξ, y = η 

{
𝑥 = 𝑋 + ξ
𝑦 = 𝑌 + η

 

とすると 

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=𝐹 (

𝑎𝑋+𝑏𝑌

𝑝𝑋+𝑞𝑌
) 

=𝐹 (
𝑎+𝑏(

𝑌

𝑋
)

𝑝+𝑞(
𝑌

𝑋
)
)   (同次形) 

(例題)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥−𝑦+1

𝑥+𝑦−2

 
 

|
2 −1
1 1

| ≠ 0 

{
2𝑥 − 𝑦 + 1 = 0
𝑥 + 𝑦 − 2 = 0

 
 

𝑥  =
1

3
, 𝑦 =

5

3
 



 

𝑥 = 𝑋 +
1

3

𝑦 = 𝑌 +
5

3
𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

2𝑋 − 𝑌

𝑋 + 𝑌

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

2 −
𝑌
𝑋

1 +
𝑌
𝑋

𝑌

𝑋
= 𝑢

𝑌 = 𝑢𝑋
𝑑𝑌

𝑑𝑋
= 𝑢 +

𝑑𝑢

𝑑𝑋
𝑋

2 − 𝑢

1 + 𝑢
= 𝑢 +

𝑑𝑢

𝑑𝑋
𝑋

 

 

整理して 

−2
𝑑𝑋

𝑋
=

2𝑢 + 2

𝑢2 + 2𝑢 − 2
𝑑𝑢 

−2log|𝑋|=log|𝑢2 + 2𝑢 − 2 | + log 𝑒𝐶1 

𝑒𝐶1 = 𝐶2とおくと 

1

𝑋2
= 𝐶2(𝑢2 + 2𝑢 − 2 ) 

1

𝑋2
= 𝐶2 ((

𝑌

𝑋
)

2

+ 2
𝑌

𝑋
− 2 ) 

 

𝐶3
 = (𝑌2 + 2𝑋𝑌 − 2𝑋2) 

𝐶3
 = ((

5

3
− 𝑦)

2

+ 2 (
1

3
− 𝑥) (

5

3
− 𝑦) − 2 (

1

3
− 𝑥)

2

) 

（答え）𝐶3
 = ((5 − 3𝑦)2 + 2(1 − 3𝑥)(5 − 3𝑦) − 2(1 − 3𝑥)2) 

 

 

 

 

 

（ⅱ）|
𝑎 𝑏
𝑝 𝑞

|＝0のとき 

𝑎𝑞 − 𝑏𝑝 = 0
𝑎

𝑝
=

𝑏

𝑞
= 𝑘

 

 

  



                                     𝑘は定数 

𝑎 = 𝑝𝑘
𝑏 = 𝑞𝑘

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹 (

𝑝𝑘𝑥 + 𝑞𝑘𝑦 + 𝑐

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 + 𝑟
)

= 𝐹 (
𝑘(𝑝𝑥 + 𝑞𝑦) + 𝑐

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 + 𝑟
)

 

 

 

ここで𝑧 = 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 とおき両辺を𝑧  で微分すると 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑝 + 𝑞

𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑝 + 𝑞 × 𝐹 (

𝑘𝑧 + 𝑐

𝑧 + 𝑟
)

 

 

                これは(変数分離形) 

(例題)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥−𝑦−3

3𝑥−3𝑦−1
 

=
𝑥−𝑦−3

3(𝑥−𝑦)−1
 

𝑧 = 𝑥 − 𝑦   

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 1 −

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

= 1 −
𝑧 − 3

3𝑧 − 1
 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

2𝑧 + 2

3𝑧 − 1
 

∫
3

2
−

2

𝑧 + 1
𝑑𝑧 ∫ 𝑑𝑥 

3

2
𝑧 − 2 log|𝑧 + 1| = 𝑥 + 𝐶1  

3

2
(𝑥 − 𝑦) − 2 log(𝑥 − 𝑦 + 1) = 𝑥 + 𝐶1  

4 log(𝑥 − 𝑦 + 1) = (𝑥 − 3𝑦) + 𝐶 2  

log(𝑥 − 𝑦 + 1) =
1

4
(𝑥 − 3𝑦) + 𝐶3 

(答え)𝑥 − 𝑦 + 1 = 𝐶4𝑒
1

4
(𝑥−3𝑦)

 

④ 非同次系 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)  

𝑄(𝑥) = 0とおいたときの微分方程式の解（一般解）ともと 



の方程式の解（特解）の和で求まる。 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 0を解く。 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑃(𝑥)𝑦 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

log 𝑦 = ∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶 

𝑥
𝑦 = 𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥+𝐶

𝑦 = 𝐶′𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥

 

 

定数変化法 

𝑦 = 𝐶(𝑥)𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥
 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥+ 𝐶(𝑥)𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 𝑑

𝑑𝑥
(𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥) 

=
𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑃(𝑥)𝐶(𝑥)𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

=
𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑃(𝑥)𝑦 =

𝑑𝑦

𝑑𝑥

 

 

𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑃(𝑥)𝑦 + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑄(𝑥) 

𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥

 

𝐶(𝑥)＝∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥
𝑑𝑥 + 𝐷 

(答え)𝑦 = (∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥
𝑑𝑥 + 𝐷) 𝑒∫ −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

 

(例題)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥2

 
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 0 を解くと 

log 𝑦 = −𝑥 + 𝐶1 



𝑦  = 𝐶2𝑒𝑥 

定数変化法より 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
＝

𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
𝑒−𝑥 + 𝐶(𝑥) ∙ −𝑒−𝑥

 

 

=
𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
𝑒−𝑥 − 𝐶(𝑥) 

𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
𝑒−𝑥 − 𝐶(𝑥)𝑒−𝑥 + 𝐶(𝑥)𝑒−𝑥 = 𝑥2𝑒−𝑥 

𝑑𝐶(𝑥)

𝑑𝑥
𝑒−𝑥 = 𝑥2𝑒−𝑥 

𝐶(𝑥) = ∫ 𝑥2𝑒−𝑥𝑑𝑥 

𝐶(𝑥) = (𝑥2 − 2𝑥 + 2)𝑒𝑥 + 𝐷 

(答え)𝑦 = ((𝑥2 − 2𝑥 + 2)𝑒𝑥 + 𝐷)𝑒−𝑥 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                       

 

 

 

 

 

 

 

(例題) (𝑦2 + 𝑒𝑥 sin 𝑦)𝑑𝑥 + (2𝑥𝑦 + 𝑒𝑥 cos 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

（解） 

 

 

𝑃 = 𝑦2 + 𝑒𝑥 sin 𝑦 , 𝑄 = 2𝑥𝑦 + 𝑒𝑥 cos 𝑦 

④完全微分系 

𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =0 が完全系であるための必要

十分条件は 

∂𝑃 

∂𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 

である。 

 次の公式がある。 

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + (
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 − 𝑄(𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑦 = 𝐶 

 



∂𝑃 

∂𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 2𝑦 + 𝑒𝑥 cos 𝑦 

公式を利用して 

∫(𝑦2 + 𝑒𝑥 sin 𝑦) 𝑑𝑥 + ∫ (
𝜕

𝜕𝑦
[∫(𝑦2 + 𝑒𝑥 sin 𝑦)𝑑𝑥 − (2𝑥𝑦 + 𝑒𝑥 cos 𝑦)]) 𝑑𝑦 = 𝐶 

x𝑦2 + 𝑒𝑥 sin 𝑦 + ∫ (
𝜕

𝜕𝑦
[𝑥𝑦2 + 𝑒𝑥 sin 𝑦] − 2𝑥𝑦 − 𝑒𝑥 cos 𝑦) = 𝐶 

x𝑦2 + 𝑒𝑥 sin 𝑦 + ∫ 𝑑𝑦2𝑥𝑦 + cos 𝑦 − 2𝑥𝑦 − 𝑒𝑥 cos 𝑦 = 𝐶 

∴ x𝑦2 + 𝑒𝑥 sin 𝑦 = 𝐶′ 

 

⑤𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 が完全微分系でない場合 

∂𝑃 

∂𝑦
≠

𝜕𝑄

𝜕𝑥
であっても積分因子λ(𝑥, 𝑦) をかけると 

完全微分系になるものがある。 

 

(例題)(3𝑥𝑦2 + 2𝑦)𝑑𝑥 + (2𝑥2𝑦 + 𝑥)𝑑𝑦 = 0 

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 6𝑥𝑦 + 2   ,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 4𝑥𝑦 + 1 完全微分系でない。 

積分因子𝑥をかけると 

𝜕𝑃’

𝜕𝑦
= 6𝑥2𝑦 + 2𝑥 

𝜕𝑄′

𝜕𝑥
= 6𝑥2𝑦 + 2𝑥 

𝜕𝑃’

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄′

𝜕𝑥
完全微分系 

(例題)𝑦𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0  

積分因子𝑥𝑚𝑦𝑛をかけると完全微分系になるとすると 

𝑥𝑚𝑦𝑛+1𝑑𝑥 − 𝑥𝑚+1𝑦𝑛𝑑𝑦 = 0 

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= (𝑛 + 1)𝑥𝑚𝑦𝑛 

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= −(𝑚 + 1)𝑥𝑚𝑦𝑛 

𝑛 + 1 = −𝑚 − 1

𝑛 = 𝑚 = −1    λ(𝑥, 𝑦) =  
1

𝑥𝑦

 

 



𝑛 = 0, 𝑚 = −2    λ(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥2
 

𝑛 = −2, 𝑚 = 0     λ(𝑥, 𝑦) =
1

𝑦2

 

 

 

 

 

⑥  𝐹 (𝑥, 𝑦′) = 0
 
⇒ 𝐹 (𝑥, 𝑝) = 0 

  𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 とおく。 

  𝐹 (𝑥, 𝑝) = 0 

 

を 𝑥について解く。 

𝑥  = 𝜑(𝑝)        ① 

𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

𝑑𝜑

𝑑𝑝

 

 

𝑦  = ∫ 𝑑𝑦 = ∫ 𝑝𝑑𝑥 

= ∫ 𝑝
𝑑𝜑

𝑑𝑝
𝑑𝑝    ② 

① 、②から𝑝を消去→(𝑥, 𝑦) 

 

 

（例題）𝑥 = 𝑒𝑝 

𝑑𝑥

𝑑𝑝
= 𝑒𝑝 

𝑦 = ∫ 𝑝
𝑑𝑥

𝑑𝑝
𝑑𝑝 

= ∫ 𝑝𝑒𝑝 𝑑𝑝 

= 𝑝𝑒𝑝 − 𝑒𝑝 + 𝐶 

∴ 𝑦 = 𝑥𝑙𝑜𝑔𝑥 − 𝑥 + 𝐶 

 

 

 

(例題) 𝑥 = cos 𝑝 



𝑑𝑥

𝑑𝑝
= − sin 𝑝 

y = ∫ 𝑝
𝑑𝑥

𝑑𝑝
𝑑𝑝 

= ∫ 𝑝 (− sin 𝑝)𝑑𝑝 

∴ 𝑦 = 𝑝 cos 𝑝 − sin 𝑝 + 𝐶 , (𝑝 = cos−1 𝑥) 

 

⑦𝐹(𝑦, 𝑦′) = 0
       

𝑦′=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝  

𝐹(𝑦, 𝑝) = 0  

𝑦 = 𝜓(𝑝)       ①      

𝑑𝑦

𝑑𝑝
=

𝑑𝜓

𝑑𝑝
 

𝑥 = ∫
1

𝑝
𝑑𝑦

 

 

= ∫
1

𝑝

𝑑𝜓

𝑑𝑝
𝑑𝑝   ② 

① 、②式より𝑝を消去→(𝑥, 𝑦) 

 

（例題）𝑦 − √𝑦′ = 0  

𝑦2 = 𝑝, 𝑦 = √𝑝 

𝑑𝑦

𝑑𝑝
=

1

2√𝑝
 

𝑥 = ∫ 𝑑𝑥 = ∫  
𝑑𝑥

𝑑𝑦

 

𝑑𝑦 

= ∫
1

𝑝

1

2√𝑝
𝑑𝑝 

= ∫

1

2
𝑝−

3
2𝑑𝑝

= −𝑝−
1
2 + 𝐶

= −
1

√𝑝
+ 𝐶

∴ 𝑥 = −
1

𝑦
+ 𝐶

 

 



⑧ クレーローの方程式 

𝑦 = 𝑝𝑥 + 𝑓(𝑝) 

両辺を𝑥で微分すると 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 +

𝑑𝑝

𝑑𝑥
𝑥 +

𝑑𝑓

𝑑𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥

(𝑥 +
𝑑𝑓

𝑑𝑝
)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0

𝑥 +
𝑑𝑓

𝑑𝑝
= 0

 
 

 

 

または
𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0 

(例題) 𝑦 = 𝑝𝑥 − 𝑝 − 𝑝2 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
(𝑥 + 1 − 2𝑝) = 0 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0または𝑥 + 1 − 2𝑝 = 0 

𝑝 = C, 𝑝 =
1

2
(𝑥 + 1)を与式に代入して 

∴= c𝑥 + c − 𝑐2(一般解）, 𝑦 =
1

4
(𝑥 + 1)2 

(例題) 𝑦 = 𝑝𝑥 − 𝑝2 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
(𝑥 − 2𝑝) = 0 

                                ∴ 𝑦 = 𝐶𝑥 − 𝐶2（一般解）,𝑦 =
1

4
𝑥2(特殊解) 

⑨ ラグランジュの微分方程式  

𝑦 = 𝑥𝑓(𝑝) + 𝑔(𝑝) 

両辺を𝑥で微分すると 

𝑝 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑝) + 𝑥

𝑑𝑓

𝑑𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+

𝑑𝑔

𝑑𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

𝑓(𝑝) − 𝑝 = − (𝑥
𝑑𝑓

𝑑𝑝
+

𝑑𝑔

𝑑𝑝
)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑝
(𝑓(𝑝) − 𝑝) = −𝑥

𝑑𝑓

𝑑𝑝
−

𝑑𝑔

𝑑𝑝
 

𝑑𝑥

𝑑𝑝
(𝑓(𝑝) − 𝑝) + 𝑥

𝑑𝑓

𝑑𝑝
= −

𝑑𝑔

𝑑𝑝
 

𝑓(𝑝) − 𝑝 ≠ 0 ならば 



𝑑𝑥

𝑑𝑝
+

𝑥

𝑓(𝑝) − 𝑝

𝑑𝑓

𝑑𝑝
= −

1

𝑓(𝑝) − 𝑝

𝑑𝑔

𝑑𝑝
 

𝑑𝑥

𝑑𝑝
+

1

𝑓(𝑝) − 𝑝

𝑑𝑓

𝑑𝑝
𝑥 = −

1

𝑓(𝑝) − 𝑝

𝑑𝑔

𝑑𝑝
 

𝑑𝑥

𝑑𝑝
+ 𝐹(𝑝)𝑥 = 𝐺(𝑝)

𝑑𝑔

𝑑𝑝
 

（例題） 𝑦＝𝑝2𝑥 + 𝑝2 

                                                                       𝑝 (1 − 𝑝)
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=2 𝑝(𝑥 +1)  (𝑝と𝑥の関数) 

𝑝 ≠ 0, 𝑝 − 1 ≠0 のとき 

(１ − 𝑝)
𝑑𝑥

𝑑𝑝
= 2(𝑥 + 1) 

𝑑𝑥

𝑥 + 1
= −2

𝑑𝑝

𝑝 − 1
 

log(𝑥 + 1) = log𝐶2(𝑝 − 1)−2 

 (𝑥 + 1) = 𝐶2(𝑝 − 1)−2 

𝑝 = 1 + 𝐶3

1

√𝑥 + 1
 

               𝑦 = (𝑥 + 1) (1 + 𝐶3
1

√𝑥+1
)

2
（一般解） 

 

 

§２．２階定数係数微分方程式 

𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏 = 0 

𝑦  = 𝑒𝜆𝑥 

𝑦′ 
= 𝜆𝑒𝜆𝑥 

𝑦′′ 
= 𝜆2𝑒𝜆𝑥 

𝜆2𝑒𝜆𝑥 + 𝑎𝜆𝑒𝜆𝑥 + 𝑏𝑒𝜆𝑥 = 0 

(𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏)𝑒𝜆𝑥 = 0 

𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏 = 0を特性方程式という。 

𝜆 =
−𝑎 ± √𝑎2 − 4b

2
を特性根という。 

 

(ⅰ) 𝜆 = 𝜆1, 𝜆2 

一般解は𝑦 = 𝐶1𝑒𝜆1𝑥 + 𝐶2𝑒𝜆2𝑥  
 

（ⅱ）𝜆 = 𝜆1(重解) 



𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏 = 0 

(𝜆 +
𝑎

2
)

2

+ (𝑏 −) = 0 

𝜆 = −
𝑎

2
= 𝛼 

𝑏 =
𝑎2

4
= 𝛼2 

𝑦 = 𝐶𝑒𝛼𝑥は一般解のひとつ。 

定数変化法より𝑦 = 𝐶(𝑥)𝑒𝛼𝑥 

𝑦′ = 𝐶′ 𝑒𝛼𝑥 + 𝐶𝛼𝑒𝛼𝑥 

𝑦′′ = 𝐶′′𝑒𝛼𝑥
+ 𝐶′𝛼𝑒𝛼𝑥 + 𝐶′𝛼𝑒𝛼𝑥 + 𝐶𝛼2𝑒𝛼𝑥 

 

これらを𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏 = 0 に代入して整理すると、 

(𝛼2 + 𝑎𝛼 + 𝑏)𝐶𝑒𝛼𝑥 + (𝐶′′ + 2𝛼𝐶′ + 𝑎𝐶′)𝑒𝛼𝑥 = 0 

第１項の係数は０より 

𝐶′′ + 2𝛼𝐶′ + 𝑎𝐶′ = 0 

𝐶′′ + 2𝛼𝐶′ − 2𝛼𝐶′ = 0 

𝐶′′(𝑥) = 0 

∴ 𝐶  = 𝐷1𝑥 + 𝐷2 

(答え)𝑦(𝑥) = (𝐷1𝑥 + 𝐷2)𝑒𝛼𝑥 

(ⅲ)複素数𝜆 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 

オイラーの公式を用いて(ⅰ) 𝜆 = 𝜆1, 𝜆2 

の場合の一般解𝑦 = 𝐶1𝑒𝜆1𝑥 + 𝐶2𝑒𝜆2𝑥  
を変形して 

 

(答え)𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 + 𝐶2 𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 

                     

(例題)𝑦′′ + 2𝑦′ − 8𝑦 = 0  

𝜆2 + 2 𝜆 − 8 = 0 

𝜆 = −4,2 

（答え）𝑦 = 𝐶1𝑒−4𝑥 + 𝐶2𝑒2𝑥  

(例題)𝑦′′ + 2𝑦′ + 1 = 0  

𝜆2 + 2 𝜆 + 1 = 0 

𝜆 = −1 

(答え)  𝑦 = (𝐶1𝑥 + 𝐶2)𝑒−𝑥  

(例題)𝑦′′ − 2𝑦′ + 2𝑦 = 0  

𝜆2 − 2 𝜆 + 2 = 0 

𝜆 = 1 ± 𝑖 



(答え)  𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝐶2 𝑒𝑥 sin 𝑥 

 

(発展例題)初期値問題        𝑦′′ − 3𝑦′ − 4𝑦  = 0  𝑦(0) = 2    𝑦′(0 ) = 3    

 

まず𝑦′′ − 3𝑦′ − 4𝑦 = 0を解く。 

    𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒4𝑥 + 𝐶2𝑒−𝑥 
      ① 

微分して𝑦’(𝑥) = 4𝐶1𝑒4𝑥 − 𝐶2𝑒−𝑥   ② 

① に𝑥 =0 を代入して 

𝑦(0) = 2 

② に𝑥 =0 を代入して 

𝑦’(0) = 4𝐶1 − 𝐶2＝3 

𝐶1 = 1, 𝐶2 = 1 

∴ 𝑦(𝑥) = 𝑒4𝑥 + 𝑒−𝑥 

(発展例題)境界値問題𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 0    𝑦(0) = 0  𝑦(1) = 𝑒2      

まず 𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 0を解くと 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒3𝑥 + 𝐶2𝑒2𝑥 

この式に𝑥 = 0 を代入して 

𝑦(0) = 𝐶1 + 𝐶2 = 0        ③ 

        𝑥 = 1 を代入して 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒3 + 𝐶2𝑒2 = 𝑒2    ④ 

③ より−𝐶2これを④に代入して 

−𝐶2𝑒3 + 𝐶2𝑒2 = 𝑒2 

𝐶2𝑒2(1 − 𝑒) = 𝑒2 

𝐶2 =
1

1 − 𝑒
 

𝐶1 = −
1

1 − 𝑒
 

𝑦(𝑥) = −
1

1 − 𝑒
𝑒3𝑥 +

1

1 − 𝑒
𝑒2𝑥 

                   

(参考)このように、初期条件や境界条件が与えられれば、任意定数がある値

に定まる。 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

§３．２階変数係数線形微分方程式 

𝑦′′ + 𝑃(𝑥)𝑦′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑅(𝑥)  

 

𝑦′′ + 𝑃(𝑥)𝑦′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 0 斉次方程式 

一般解は２つの線形独立な連続関数を用いて 

𝐶1𝜑(𝑥) + 𝐶2𝜓(𝑥) と表せる。 

𝑦′′ + 𝑃(𝑥)𝑦′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑅(𝑥) の解は 

𝑦  (𝑥) = +𝐶1𝜑(𝑥) + 𝐶2𝜓(𝑥)  

𝑦0(𝑥)は特殊解、𝐶1𝜑(𝑥) + 𝐶2𝜓(𝑥) は斉次方程式の一般解。 

{𝜑(𝑥) , 𝜓(𝑥) }は基本解系と呼ばれる。𝜑(𝑥) と𝜓(𝑥)  

𝜑(𝑥) と𝜓(𝑥) が１次独立である条件 

𝐶1𝜑(𝑥) + 𝐶2𝜓(𝑥)  を𝑥で微分 

𝐶1𝜑’(𝑥) + 𝐶2𝜓’(𝑥)  

(
𝜑(𝑥) 𝜓(𝑥)

𝜑’(𝑥) 𝜓’(𝑥)
) (

𝐶1

𝐶2
)＝(

0
0

) 

|
𝜑(𝑥) 𝜓(𝑥)

𝜑’(𝑥) 𝜓’(𝑥)
| = 𝑊(𝑥) (ロンスキアン) 

𝑊(𝑥) ≠ 0ならば１次独立 

特殊解𝑦0(𝑥)を求める。定数変化法 

{𝜑(𝑥) , 𝜓(𝑥) }が基本解系であるとき 

𝑦0(𝑥)＝𝑦(𝑥) = 𝐶1𝜑(𝑥) + 𝐶2𝜓(𝑥)  として 

公式𝑦0(𝑥) = − ∫
𝜓(𝑥) 𝑅(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥𝜑(𝑥) + ∫

𝜑(𝑥)  𝑅(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥𝜓(𝑥) 

ゆえに𝑦′′ + 𝑃(𝑥)𝑦′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑅(𝑥) の一般解は 

𝑦  (𝑥) = 𝐴1𝜑(𝑥) + 𝐴2𝜓(𝑥) − ∫
𝜓(𝑥) 𝑅(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥𝜑(𝑥) + ∫

𝜑(𝑥)  𝑅(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥𝜓(𝑥)  

(例題)𝜑(𝑥) = 𝑒𝑥 
が微分方程式(1 − 2𝑥)𝑦′′ + 2𝑦′ − (3 − 2𝑥)𝑦 = 0 

の解であるときこの微分方程式の解を求めよ。 

𝑦 = 𝑢 (𝑥)𝜑(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑒𝑥  



𝑦′ = 𝑢′(𝑥)𝑒𝑥 + 𝑢𝑒(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑢′ + 𝑢)  

𝑦′′ = 𝑒𝑥(𝑢′ + 𝑢) + 𝑒𝑥(𝑢′′ + 𝑢′) 

= 𝑒𝑥(𝑢′′ + 2𝑢′ + 𝑢) 

元の式に代入 

（1 − 2𝑥)𝑒𝑥(𝑢′′ + 2𝑢′ + 𝑢) − 2𝑒𝑥(𝑢′′ + 𝑢) − (3 − 2𝑥)𝑢𝑒𝑥 = 0  

(2𝑥 − 1)𝑢′′ + 4(𝑥 − 1)𝑢′ = 0  

𝑢′ = 𝑧  とおくと 

𝑧′ = −
4(𝑥−1)

2𝑥−1
z 

∫
𝑑𝑧

𝑧
= − ∫

4(𝑥−1)

2𝑥−1
𝑑𝑥

 
+ 

= − ∫ 2 −
2

2𝑥 − 1
𝑑𝑥

 
 

= ∫ −2 +
1

𝑥 −
1
2

𝑑𝑥 

log 𝑧 = −2𝑥 + log (𝑥 −
1

2
) + 𝐶1 

= log 𝑒−2𝑥 + log (𝑥 −
1

2
) + log 𝑒𝐶1 

𝑧 = log 𝐶2𝑒−2𝑥 (𝑥 −
1

2
)

 
 

𝑢 = ∫ 𝑧𝑑𝑧 

= −
𝐶2

2
𝑥𝑒−2𝑥 +

1

4
𝐶2𝑒−2𝑥 −

1

4
𝐶2𝑒−2𝑥 + 𝐷1 

= 𝐶3𝑥𝑒−2𝑥 + 𝐷1 

𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑒𝑥 

= (𝐶3𝑥𝑒−2𝑥 + 𝐷1)𝑒𝑥 

= 𝐶3𝑥𝑒−𝑥 + 𝐷1𝑒𝑥 

基本解系は{𝑒𝑥 , 𝑥𝑒−𝑥} 

(例題)𝑦′′ + 𝑦 = 2𝑒𝑥  

基本解系は{cos 𝑥, sin 𝑥} 

𝜑 = cos 𝑥, ψ＝sin 𝑥 

𝑊 = cos 𝑥 ∙ cos 𝑥 − (− sin 𝑥) ∙ sin 𝑥 = 1

− ∫
sin 𝑥 ∙ 2𝑒𝑥

1
𝑑𝑥

= 𝑒𝑥(cos 𝑥 − sin 𝑥)

 

 



 

∫
cos 𝑥 2𝑒𝑥

1
𝑑𝑥 = 𝑒𝑥(cos 𝑥 + sin 𝑥) 

一般解は𝑦  (𝑥) = 𝐴1 cos 𝑥 + 𝐴2 sin 𝑥 + 𝑒𝑥(cos 𝑥 − sin 𝑥) cos 𝑥+𝑒𝑥(cos 𝑥 + sin 𝑥) + sin 𝑥 

= 𝐴1 cos 𝑥 + 𝐴2 sin 𝑥 + 𝑒𝑥 


