
ベッセル関数 

§8.1 整数次のベッセル関数 

ベッセルの微分方程式 
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この解は 

)()( xBYxAJy mm  と表せる。 

ベッセル関数の母関数 
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母関数のマクローリン展開 
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このとき、 mkh  とすると 
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     mkh  とすると 
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m次の第１種ベッセル関数 
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𝑚が負のとき                                                      
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(8.3)から 
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§8.2 一般の次数のベッセル関数 

前節の整数次𝑚 から一般の実数（あるいは複素数）νへ拡張できる。 

 

𝑚 →ν 

(𝑘 + 𝑚)! → 𝛤(𝑘 +ν+ 1) 

といて（8.3）から 

𝐽𝑣(𝑥) = ∑
(−1)𝑘

𝑘! 𝛤(𝑘 +ν+ 1)

∞

𝑘=0

(
𝑥
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)

𝑚+2𝑘

 

次数が整数でないから、母関数はない。 

 上の定義から、次の漸化式が得られる。 

                          
2ν

𝑥
𝐽𝑣(𝑥) = 𝐽𝑣+1(𝑥) + 𝐽𝑣−1(𝑥)                (8.11) 

                                (
𝑑

𝑑𝑥
−
ν

𝑥
) 𝐽𝑣(𝑥) = −𝐽𝑣+1(𝑥)                (8.12)    

                                        

 (
𝑑

𝑑𝑥
+
ν

𝑥
) 𝐽𝑣(𝑥) = 𝐽𝑣−1(𝑥)                  (8.13) 

(8.12),(8.13)から𝑦 = 𝐽𝑣(𝑥)の満たす 

。 

𝑦′′ +
1

𝑥
𝑦′+(1 −

ν
2

𝑥2 ) 𝑦 = 0            (8.14)     

が得られる。 

§8.3 円柱関数。ベッセル関数の基本解 

ベッセルの微分方程式(8.14)はパラメータνをν
2
の形で含むから、𝐽𝑣(𝑥)のほかに

𝐽−𝑣(𝑥)が解になっている。したがって一般解は 

𝑦 = 𝐴1𝐽𝑣(𝑥) + 𝐵1𝐽−𝑣(𝑥)                     (8.21) 

 と表すことができる。 

 νが整数になっても意味をもつ独立な解として 

𝑌ν(𝑥) ≡
𝐽𝑣(𝑥) cos 𝜋ν−𝐵1𝐽−𝑣(𝑥)

sin 𝜋ν
            (8.22) 

を採用するこれをノイマン関数あるいは第２種円柱関数とよぶ。これにたいして𝐽𝑣(𝑥) 

をベッセル関数あるいは第 1種円柱関数という。𝑌ν(𝑥)は𝐽𝑣(𝑥)と同形の漸化式、微分方

程式を満たす。したがって、ベッセル微分方程式の一般解は 

𝑦 = 𝐴2𝐽𝑣(𝑥) + 𝐵2𝑌ν(𝑥) 

このかたちは(8.21)とちがって、νが整数になっても困らない。 

νが整数のときは(8.22)の分子は(8.4)より 0となるが、同時に分母も 0となる。 



ノイマン関数はロピタルの定理によって 

𝑌𝑚(𝑥) =

𝜕

𝜕ν
(𝐽𝑣(𝑥) cos 𝜋ν− 𝐵1𝐽−𝑣(𝑥))

𝜕

𝜕ν
(sin 𝜋ν)

||
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=
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𝜋
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𝜕ν
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]

ν=m

 

偏微分は(8.10)より 

𝑌𝑚(𝑥) =
2

𝜋
𝐽𝑚(𝑥) log

𝑥
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𝜋
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(−𝑘)𝑚

𝑘! (𝑘 + 𝑚)!

∞

𝑘=0

(
𝑥

2
)

𝑚+2𝑘

[𝜓(𝑘 + 1) + 𝜓(𝑚 + 𝑘 + 1)] 

              −
1

𝜋
∑

(𝑚−𝑘−1)!

𝑘!!
∞
𝑘=0 (

𝑥

2
)

2𝑘−𝑛
                      (8.25) 

結果(8.25)は𝑚 ≥ 0に対する式ではあるが、負の次数に対しては 

𝑌−𝑚(𝑥) = (−1)𝑚𝑌𝑚(𝑥) 

立つ。(8.25)の３行目は𝑚 = 0のとき消える。𝜓はディガンマ関数である。 

§8.4 ハンケル関数 

 微分方程式を解くという点では𝐽𝑣(𝑥)と𝑌ν(𝑥)があれば困らないが 

つぎのような関数もある。 

𝐻
ν

(1)
(𝑥) = 𝐽𝑣(𝑥) + 𝑖𝑌ν(𝑥) 

𝐻
ν

(2)
(𝑥) = 𝐽𝑣(𝑥) − 𝑖𝑌ν(𝑥) 

この２つの関数をハンケル関数あるいは第３種円柱関数という。 

つぎのような性質がある。 

𝐻
ν

(1)
(𝑥) = 𝑒𝜋𝑖ν𝐻

ν

(1)
(𝑥) 

𝐻
−ν

(2)
(𝑥) = 𝑒−𝜋𝑖ν𝐻

ν

(2)
(𝑥) 

ハンケル関数もベッセル関数と同形の微分方程式、漸化式が成り立つ。 

 

 

 


