
𝑃𝑙(𝑧) ≡ 𝑃𝑙
0(z) =

1

2𝑙𝑙!

𝑑𝑙(𝑧2 − 1)𝑙

𝑑𝑧𝑙
 

で定義されたルジャンドル多項式𝑃𝑙(𝑧)がルジャンドルの微分方程式 

          (1 − 𝑧2)
𝑑2𝑃𝑙

𝑑𝑧2
− 2𝑧

𝑑 𝑃𝑙

𝑑𝑧  
+ 𝑙(𝑙 + 1)𝑃𝑙 = 0 

の解であることを、ω ≡ (𝑧2 − 1)𝑙が微分方程式 

            

(𝑧2 − 1)
𝑑2𝜔

𝑑𝑧2
− 2(𝑙 − 1)𝑧

𝑑 𝜔

𝑑𝑧  
− 2𝑙𝜔 = 0 

を満たすことを示し、これを𝑙回微分して𝑣 = 𝑑𝑙𝜔/𝑑𝑧𝑙 とおくと 

(1 − 𝑧2)
𝑑2𝑣

𝑑𝑧2
− 2𝑧

𝑑𝑣

𝑑𝑧  
+ 𝑙(𝑙 + 1)𝑣 = 0 

となることを証明せよ。なお𝑃𝑙(1) =1を満たすとする。 

（ヒント）ライプニッツの公式𝑑𝑛(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))/𝑑𝑥𝑛 
= ∑ 𝐶𝑛

 
𝑟𝑓(𝑟)𝑔(𝑛−𝑟)𝑛

𝑟=0 を用いる。 

（解）
𝑑𝜔

𝑑𝑧
= 𝑙(𝑧2 − 1)𝑙−12𝑧  

      
𝑑2𝜔

𝑑𝑧2 = 𝑙(𝑧2 − 1)𝑙−12 + 𝑙(𝑙 − 1)(𝑧2 − 1)𝑙−24𝑧2 

   (𝑧2 − 1)
𝑑2𝜔

𝑑𝑧2 − 2(𝑙 − 1)𝑧
𝑑 𝜔

𝑑𝑧 − 2𝑙𝜔 = 𝑙(𝑧2 − 1)𝑙2 + 𝑙(𝑙 − 1)(𝑧2 − 1)𝑙−14𝑧2 − 4𝑧2𝑙(𝑙 −

1)(𝑧2 − 1)𝑙−1 − 2𝑙 (𝑧2 − 1)𝑙 

=0 

      (𝑧2 − 1)
𝑑2𝜔

𝑑𝑧2を𝑙回微分すると 

   (𝑧2 − 1)
𝑑2+𝑙𝜔

𝑑𝑧2+𝑙 + 𝐶12𝑧𝑙
 𝑑1+𝑙𝜔

𝑑𝑧1+𝑙 + 𝐶22
𝑑𝑙𝜔

𝑑𝑧𝑙𝑙
 = (𝑧2 − 1)

𝑑2𝑣

𝑑𝑧2+ 𝐶12𝑧𝑙
 𝑑𝑣

𝑑𝑧
+ 𝐶22𝑣𝑙

    ① 

      𝑧
𝑑 𝜔

𝑑𝑧 を𝑙 回微分すると 

   𝑧
𝑑𝑣

𝑑𝑧

 
+ 𝐶1𝑣𝑙

                           ②  

① ,②式より 

(𝑧2 − 1)
𝑑2𝑣

𝑑𝑧2+2𝑙𝑧  𝑑𝑣

𝑑𝑧
+

𝑙(𝑙−1)

2
2𝑣  − 2(𝑙 − 1) (𝑧

𝑑𝑣

𝑑𝑧

 
+ 𝑙𝑣  ) − 2𝑙𝑣は 

∴ (1 − 𝑧2)
𝑑2𝑣

𝑑𝑧2
− 2𝑧

𝑑𝑣

𝑑𝑧  
+ 𝑙(𝑙 + 1)𝑣 = 0 

  



 


